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Abstract. In this paper, it is obtained a sufficient condition for the convergence in the cuadratic-
integrable functions sucessions Banach space L? of the variable change succession that was presented in
[1], where were described the heuristics and the formal declarations of the communicating tubes method
from a continous Riemann-integrable initial function f(z) : [a,b — R."Now I will explore from
the Riemann-integrable functions sucession {gy },, oy, defined in the cuadratic-integrable functions Ba-
nach space, refered to the interval [a,b] C R, a sintetic condition that implies the convergence of the
communicating tubes method applied to the function f(x).

Resumen. En este articulo se obtiene una condicién suficiente para la convergencia en el espacio
de Banach de funciones cuadriticamente integrables L2 de la sucesién de cambio variable que fue pre-
sentada en [1], donde fueron descritas la heuristica y las declaraciones formales de las sucesiones que
aplican en el método de vasos comunicantes, a partir de una funcién continua Riemann-integrable ini-
cial f(z) : [a,b] — R. Ahora exploraré a partir de la sucesién de funciones Riemann-integrables
{9n}, cn- definida en el espacio de Banach de las funciones cuadraticamente integrables, referidas al in-
tervalo [a, b] C R, una condicién sintética que implica la convergencia del método de vasos comunicantes
aplicado a la funcién f(z).

1 La sucesion de cambio variable para el método de vasos
comunicantes

Tras la descripcion de la heuristica empleada, en [1] se describi6 la sucesién de cambio variable, cuya
metodologia transcribiré aqui a modo de recordatorio y como primer paso del desarrollo.

Definicion 1 Sea fo(z) = f(z) € C> (|a,b]) una funcién continua regular clase oo definida en el
intervalo [a, b] C R, Riemann-integrable, verificando f(a) # f(b), yseap € N*, p > 1

Dado xo € (a;b), denominaremos sucesion de cambio variable a la siguiente sucesion de funciones
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go(z) = f(z)
go(ro) = Yo
nl@) = % (p = Dyo(b — a)go ()
P p(90(b) — go(a))
gi(wo) =

T S AU YAC:
e p p(gr(b) — gx(a))
grk+1(T0) = Ykt

En el caso de que, para algin valor de k se cumpliese gi(a) = gg(b), se elegirian a; = a,b; =
b—e€,a0 =b—¢€=by,by =D, tales que gi.(a1) # gr(b1) y gr(az) # gr(b2), definiendo en cada uno de
los dos intervalos una sucesion

(%) z _ gk(x) +( ) kt(bz GZ)gk( )
i (2) P (gl (b:) — g7 (a))
(%) (i)'
(i) ) = ng( )+ (p— )y(k+1)i(bi_ai)gk+1(l') ; 1.9
rial®) P p(gl) (0:) =g () =2

siendo yyi; el valor que verifica yr; = g,(:) (z9).y verificdndose

M(b—a):Ml(bl—al)—l—Mg(bg—ag) (D)

Definicidn 2 En el espacio vectorial A‘z_| ([a,b]) € €=*([a, b], R) de las funciones cuadrado-integrables,

que verifican
b
/ F(@)]2dz < o

1l = ( / If(af)|2dx>

fRg & f=g, c.t.p.

/|f 2)2dz = 0

de tal manera que se define el espacio cociente

se define la norma

v la relacion de equivalencia

esto es

A? ([, b))
Le=—%—
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Se trata de un espacio normado de Banach, en particular un espacio de Hilbert, por ser la norma
inducida por el producto escalar

b
<f@»¢m>=/“ﬂm¢wa

no haciéndose distincion entre funcion y clase de equivalencia en este contexto.

2 Estudio de la convergencia

Calculemos primeramente la expresién del operador Ty(x) entre los espacios de Banach Ly y Lo antes
descritos que transforma go(x) en g1 ().

go() N (p—1) wyo(b—a)
P P go(b) — gola

gi(x) = )gEJ(w) )

Si suponemos go(x) expresado en la base candnica de los monomios (z —a)", variando r, esto es como
go(x) € C*=([a,b]), go(z) admite desarrollo en serie de Taylor, podemos escribir

o (m a
m=0

m!

de modo que podemos pasar a la representacién vectorial de go () segun la siguiente ecuacién

gy(a)
go(a)
go = lim .
m—00 .
95" V()
(m—1)!
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I, 9o(a)
g1 = lim — .
m—oo P N
)
(m—-1)!
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0 (x—a) 0 0 0 g’ (a)
+  lim (p=Dyob—a) d | ¢ 1 (x—a)® 0 0 0‘
m—o0 p(go(b) — go(a)) dx | . : : : 0 s
: : : o " (@)
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0 0 0 0 0
I ) ) 0 1 0 0 0
g = | tim Iy @=Dwl=a) T 0 0 (@—a) 0 0 b,
m— o0 p p m—r 00 : : 0 m—ro0
00 0 0 .. (m-1l)lz—am?
Lo (p—Dyo(b—a)
= - hm (Ir,, + —DO(.T) go
pm=oe \"" 0 (g0(b) — go(a))
= To(x)go
/ o (a) ]
donde se ha empleado el vector lim,, o |go(a), go(a), 25, ..., go(mil)! como representacion

de la funcién go(z) en la base de los monomios (x — a)”, variando el valor de 7.
Para cualquier k£ € N, y fijando el valor de z( al evaluar T}, se tiene

Ik+1 = Trgx

con lo que podemos escribir

k
Jk+1 = (H Tk—l) 90
=0

de tal manera que 7' = (Hf:OT k_l) es el operador entre los espacios de Banach Ly y Ly que convierte
9o €N Gk+1

Lema 1 Dada la sucesion de cambio variable {g} .., Se puede expresar el elemento k + 1 en funcion
del elemento (O segiin la ecuacion

- (p— Dyi_s(b — a) Dy_i(o)
gk“"}g%oino(p (I’” (001(0) — 95e(a)) >)g

PRUEBA.  El resultado se probaria por induccién y su demostracién es trivial a partir de lo deducido en
la seccién anterior. [

Lema 2 Dados k y k + 1, se verifica

lgr+1 — 9rll = | Thgr — gill = |(Th — I) g

o= gr—1ll = [Tk=19k—1 — gr—1|l = |(Thk=1 — I) gr—1]|

lgrr1 —grll _  I(Thk = 1) gl
||gk - 9k-1|| ||(Tk—1 - I) gk—l“

lgr+r = grll _ [Tk = 1) Tir 5
lox — gr—all = [[(Th—1 — D,

Proposicion 1 Sean X, Y espacios normados y T : X — Y una aplicacién lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes: (i) Existe xo € X tal que T es continua en xg. (ii) T' es continua en 0. (iii)
T es continua. (iv) T es uniformemente continua. (v) T es Lipschitziana.
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PRUEBA. Se trata de un teorema clasico en el analisis funcional, demostrado en [3].

Proposicion 2 El método de vasos comunicantes, converge en el espacio de Hilbert Ly si

maXieN( (1;29) + (p—Dyr—_1(b—a)i(zo—a)’ " 1) (yx—2) (b—a)i(zo—a)’ "

p(g9k—1(b)—gr—1(a)) P(gr—2(b)—gr—2(a))
: <1 VkeN
) (1—p) (p—Dyk_2(b—a)i(zo—a)’ " 4
maxien(“5" + g S e @) )

)maxieN(% + (=

PRUEBA. De acuerdo con [2], consideramos la norma espectral ||.||, en el espacio de matrices cuadradas
de orden m. El valor numérico de esta norma es

[A]ly = /(AT A)
Se trata de una norma inducida, y por lo tanto submultiplicativa

[ABl, < [|All2 1Bl

De esta manera, usando el lema 2, podemos deducir

[(Te(@) = ) Tia (@)l 1 T5(2) = iy | Te—1 ()l

< (3)
[(Th—1(z) = D)l [(Tre=a(z) =Dl
Comencemos por calcular el radio espectral del operador del numerador
(0.0 0 0 0 0
1—p), — Dyg—1(b =
Tl = tim GOm0 =Dyea(bma) 10 0 0
m—o0 P P (gkfl(b) — gk;l(a)) m—so0 0 (x — a) 0 0
: : : : oo 0
0 0 0 0 0 ... (m—k)(z—

De acuerdo con ésto, la matriz (T}, — )T (T — I) es diagonal, con sus autovalores en la diagonal, y dan
lugar al siguiente valor para la norma espectral

(1-p) n (p— Dyr—1(b—a)i(zg —a) ™"

p P (9k-1(b) — gr—1(a))

T —1I||, =
1T — 1|l = max

Por otra parte, la matriz (7})” (T}) también es diagonal, y origina la siguiente norma espectral

1 + (p—1) (yr—1) (b—a)i(zo —a)**

p P (9k-1(b) — gr—1(a))

Por lo tanto, aplicando estos resultados en (3) tenemos

T =
Il = max

a)m—k-i—l_

D (yr—2)(b=a)i(zo—a)*"* )

) (1—-p) (p—Dyr—_1(b—a)i(zo—a)' " ) 1, (p—
| Tx () — I”z ||kal(m)||2 _ maxien P + P(gr—1(b)—gr—1(a)) )maXlEN(p +

P(gr—2(b)—gr—2(a))

Ty-1(z) =T . (1-p) (p—Dyg—2(b—a)i(zo—a)'~?!
[(Th~1(x) — D], max;en (52 4 E—phozipelliend) )
Luego la sucesién de operadores T}, tal que gry1 = Trgx €s contractiva si la norma espectral del

operador del numerador es inferior a la norma espectral del operador del denominador, esto es
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maxieN((lzp) + (P—Dyk—1(b—a)i(zo—a)' " (p—1)(yx—2) (b—a)i(wo—a) "

P(gr—1(0)—gr—1(a)) P(gr—2(0)—gr—2(a)) )
e (12 4 G Dmali—aizo ") <l gEeN
€N P(gr—2(0)—gr—2(a))

) maXieN(% +

Si ocurre que g;(a) # g¢;(b), Vi € N, lo cual estd garantizado por la definicion formal de la sucesién
de cambio variable y si se cumple la anterior condicién para todo k € N, en ese caso, sucedera que los
operadores {7} }, .y son Lipschitzianos y contractivos, y tal y como se ha probado en [3] uniformemente
continuos, y hacen converger a gi(x) a un punto fijo tal que Toogoo = Goo» CON goo = M la funcién
constante e igual al valor medio del cdlculo integral, por ser en ese caso {gr(z)},cy Una sucesién de
Cauchy en el espacio normado completo L,. [
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